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Le sujet est constitué de deux exercices et d’un probléeme indépendants.
Tout résultat donné dans I’énoncé peut étre admis pour traiter les questions
suivantes.

Exercice 1

Soit (Xp,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la
loi uniforme sur 'ensemble {2, 3,4}.

1. Calculer E(log X).

2. On pose
Qn=X1xXox - xX,.

Montrer que

lim Q,ll/” = 2V/3 p.s.

n——+oo

Exercice 2
Soit (X,Y) un vecteur aléatoire de R? suivant la loi uniforme sur le

disque unité :
D = {(z,y) € R% a2+4y2 <1}

On définit la variable aléatoire R = v X2 + Y2,
Déterminer un réel r tel que P(R >r) = P(R < ).
(On aura tout intérét a faire un dessin).

1 Tournez la page S.V.P.



Probleme

Soit (Xy)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes telles que
I’on ait : )
VkeN P(Xp=1)=PXp=-1)= 7

On pose pour n > 1,

Pour z € C, on pose g(z) = E(e**1).

1. (a) Montrer que pour tout nombre complexe z, on a
g(z) = cosh z

(b) Calculer la fonction caractéristique de X7, puis la fonction ca-
ractéristique de —X7.

(¢c) Montrer que S, et —S,, ont méme loi.

2. Montrer que pour tout réel u, on a

U2
g(u) < exp(7).

(On pourra utiliser un développement en série entiere.)
3. Soit n un entier strictement positif et o > 0.

(a) Montrer que
g(u)"

enau

YueR, P(S,>na)<

(b) En déduire que
o2
P(S, > na) < exp(—n;).
(c) Montrer soigneusement que
2

P(ISn| = na) < 2exp(~n%).

4. (a) Montrer que quels que soient les réels v > 0 et § > 0, la série de
terme général (exp(—dn?))p>0 converge.

(b) Soit 8> 3. Montrer que

. Sy .
lim —; = 0 presque slirement.
n—-+00 nﬂ
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