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Le sujet est constitué de trois exercices indépendants
La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements en-
treront pour une part importante dans ’appréciation des copies.

Exercice 1 Soit (X,Y) un vecteur aléatoire de R? suivant la loi uniforme
sur le disque unité :

D={(z,y) e R* a?+y? <1}

On définit la variable aléatoire R = v X2 4+ Y2.
Déterminer un réel r tel que P(R > r) =P(R < r).
(On aura tout intérét a faire un dessin).

Exercice 2 Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes
suivant la loi uniforme sur l'intervalle compact [0;2]. On pose

n
Sn=>_ Xj.
k=1
Montrer que Sy, /n converge presque stirement et déterminer sa limite. Mon-

trer que S”i\/}?” converge en loi et déterminer sa limite.

1 Tournez la page S.V.P.



Exercice 3 On rappelle ’énoncé du théoreme de point fixe de Banach :

Théoréme 1 Soit (E,d) un espace métrique complet non-vide et T : E —
E une application contractante, c’est-a-dire telle qu’il existe 0 < k < 1
avec :

Vr,y € F, d(T(:C),T(y))Sk:d(x,y),
alors Uapplication T admet un unique point fixre x* € E. En outre, pour

tout x € E, la suite des itérées (T™ (x)),,cy converge vers x*.

1. On note E l'ensemble des fonctions bornées de [0,1] dans R. On
muni E de la norme uniforme ||| définie par :

VI€E, [flle:= sup {[f(z)]}.
z€[0,1]

On rappelle que (F,|.||,) est un espace métrique complet. Pour
f € E, on note

1 .
5f(2 €[0,1/2
s+ f2x—1)) size(l/2,1]
Montrer qu’il existe une unique fonction f € E telle que T'f = f,

puis identifier cette fonction.
Indication : il s’agit d’une fonction affine.

2. Dans toute la suite, on consideére (X,),>0 une suite de variables
aléatoires indépendantes suivant la loi de Bernoulli de parametre
1/2.

Pour n > 1, on pose S, = Y p_ 02k+1, Zk02k+1 et

S = Z 2k+1

Vérifier que S est bien définie en montrant qu’elle définit toujours
une série convergente et remarquer que 0 < S < 1. Montrer que
(Sn),,>1 converge en loi vers S.

3. On pose, pour z € [0, 1], F,,(z) = P(T, < x).
(a) Montrer que Fy+1 (z) =P (T, <2z — Xp41).
(b) A T’aide d’une formule des probabilités totales pour le systeme
complet {X,,41 =0} et {X,41 = 1}, montrer que :

Foot (2) = % [P (T}, < 20 — 1) + P (T, < 22)].

Attention a bien justifier les arguments d’indépendance !
(c) En distinguant les valeurs des probabilités qui apparaissent dans
le membre de droite selon les valeurs de = € [0, 1], montrer que :
Vo €[0,1] Fht(x) = TE,(x).
4. Déduire de ce qui précede que la suite de fonction (F,),~, converge
sur R et identifier sa limite F': R — R.

5. Justifier qu'a n > 1 fixé, les vecteurs aléatoires (Xo,...,X,) et
(Xn, ..., Xo) ont méme loi puis que T}, et S, ont méme loi.
6. En déduire que S suit la loi uniforme sur [0, 1].

FIN



1 SOLUTIONS

1 Solutions

Solution 1 Pour tout r >0,onaP(R>r)=1-P(R>r)=1—- (P(R<
r)+P(R=r)). P(R=r)=P(X,Y) € (), ou C, est le cercle centré en
I'origine et de rayon r. Mais un cercle est de mesure de Lebesgue nulle,
donc P(R =7) =0. Ainsi P(R >r) =1—-P(R < r), donc (P(R > r) =
P(R<r)) < P(R<r)=3 PR <r)=P(X,Y) € D,) ot D, est le
disque ouvert centré en 'origine et de rayon R. Comme (X,Y) suit la loi
uniforme sur D, on a pour tout r € [0, 1]
AND,ND) XD, 7r? 9

XY €D ="y = XDy 72 "

Ainsi, on voit aisément qu’il suffit de prendre r = % pour avoir 'identité

demandée.

Solution 2 Posons Y, = X3. Comme les (Xn)n>1 sont indépendantes, les
(Y)n>1 le sont aussi. Elles suivent toutes la méme loi, a savoir la loi image
de la loi uniforme sur [0;2] par 'application x — 2. On a |Y,| < 2, donc
les (Y;,)n>1 admettent des moments de tous ordres.

D’apres le théoreme de transfert, on a

1 24
Eylesz/ g de = =2.
[05

Les (Y;,)n>1 forment une suite de variables aléatoires indépendantes
identiquement distribuées admettant un moment d’ordre 1 : d’apres la loi
forte des grands nombres, S,,/n converge donc vers EY; = 2.

Par ailleurs, les (Y7,),>1 forment une suite de variables aléatoires indépendantes
identiquement distribuées admettant un moment d’ordre 2 : d’apres la loi
forte des grands nombres, (S, —nEY1)/\/n = (S, —2n)/y/n converge donc
vers N'(0, Var Y7). Il n’y a plus qu’a calculer sa valeur exacte : Var Y7 =
EY? — (EY;)? = EX? — 4.

D’apres le théoreme de transfert, on a

1 27 96
IEX16:/ gl dr = =
[052]

2.7 7
Finalement
26 24 4(16 —7) 36
VarYi=— —-4=4(—-1)= —— = —.
T -0 7 7
Solution 3 1. Il est bien connu que (E, | - ||oo) est un espace de Ba-
nach. Soient f,g € E. Pour tout = € [0, 1], on a

1 .

3(f2x —1) —g(2z - 1)) size[l/2,1]
Dans les deux cas; [Tf(z) — Tg(z)| < %[|f — gl/oo- En passant au
suprémum, on obtient || Tf —Tg|loc < ||f —gl|oc. Il est facile de voir
que pour tout f € E, Tf € E, avec ||Tf|lso < 5| f|loo, soit Tf € E.
Ainsi f +— Tf est une application 1/2 contractante de (E,| - ||oo)
dans lui-méme. Elle admet donc un unique point fixe. Il est facile
de voir que I'application f(z) = z est un point fixe : c’est le point
fixe cherché.
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A . . X . , .
2. Grace a la majoration | 22&‘{)‘ < 2k1+1, on voit que la série de terme

/2 X (w . .
général 2§§r1) converge absolument, ce qui montre que S(w) est bien
définie pour tout w. S, converge presque surement vers S et la
convergence presque sure implique la convergence en loi, donc .S,

converge en loi vers S.
3.(a) Ona Ty = %, d’ou

X T,
Foii(x) = P(%ﬂ <z)=P(T, <2z — Xpt1).

(b) Ainsi,
Foya(z) =P(T, <22 — Xpy1)
== ]P(Tn S 2r — Xn+1,Xn+1 == 0) + ]P)(Tn S 2x — XTL+1;XTL+1 == 1)
= P(T, < 22, Xp41=0) +P(T, <22 — 1, Xpi1 = 1)

Les (X;)i>o sont indépendantes. Par associativité de I'indépendance,
les tribus o(Xo, ..., Xp) et 0(Xp41) sont indépendantes. Comme

la variable aléatoire T), est o(Xo, ..., X, ) mesurable, la variable
T, est alors indépendante de X,,4+1 et on a

Fo1(2) = P(T < 22)P(Xps1 = 0) + P(Ty < 20 — 1)P(Xpq = 1)
- %(P(Tn < 22) + P(Ty, < 22 — 1))

(c) On a X
Foii(z) = §(Fn(2w) + F,(2z —1)).

— Sizel0,1/2], 20 —1<0,
donc F,,(2z — 1) =0 et F11(z) =
— Size[1/2,1], 22 > 1,
donc F,(2z) =1 et Fpyi(z) = 3(1 + F(2z — 1)).
Dans les deux cas, Fyy1(x) = (TF,)(x).
4. D’apres le théoreme du point fixe, les itérées par T' de Fjy convergent
pour la norme || - ||, vers le point fixe de T : Iidentité. Comme
F,(xz) = (T"Fy)(x), on a

TF,(22).

lim sup |F,(x)—z|=0.
n—-+o0o xE[O,l] "

En particulier pour tout = € [0,1], P(T,, < z) = F,(x) — x. Pour
tout x < OP(T,, <z)=0— 0. Pour tout x > 1 P(T), < z)=1— 1.
5. Laloide (Sy,) (resp. T;,) est laloi image de P(x, . x,..)(resp-P(x, ;...

par ’application
n
Tk
(.’L'(),...,.Tn) —> ZW
k=0
Comme Px,  x,.,) = Ber(1/2)2 1) = Py
que (Sy) et T, ont méme loi.

10 X0)» OIL €11 déduit

6. La question 4. montre que si I’ est la fonction de répartition de la
loi uniforme sur [0,1], on a pour tout =z € R, F,(z) — F(z), ce
qui montre que T,, converge en loi vers la loi uniforme sur [0, 1].
Comme T;, et S,, ont méme loi, S,, converge également en loi vers
la loi uniforme sur [0, 1]. Mais S,, converge en loi vers S, donc par
unicité de la limite S suit la loi uniforme sur [0, 1].



