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Exercice 1 Pour tout r > 0, on pose Γ(r) =
∫∞

0 e−ttr−1 dt. On rappelle
que la loi Γ(r, λ) est la probabilité de densité

γr,λ(t) =
λr

Γ(r)
e−λttr−1 1R+(t).

1. Calculer la transformée de Laplace de Γ(r, λ) sur R+ .

2. Montrer que si X et Y sont des variables indépendantes de loi res-
pectives Γ(r, λ) et Γ(s, λ) alors X + Y suit une loi Γ(r + s, λ).

3. Soient X1, . . . , Xn des variables indépendantes de loi exponentielle
de paramètre λ. Calculer la loi de X1 + · · ·+Xn.

4. Soient X1, . . . , Xn des variables indépendantes de loi N (0, 1). Mon-
trer que X2

1 suit une loi Γ et en déduire la loi de X2
1 + · · · + X2

n

(appelée loi du χ2).

1 Tournez la page S.V.P.



Exercice 2 Dans tout l’exercice, n désigne un entier naturel non nul.

1. On note µn la loi image de U [0, 1]⊗n par l’application

φ : x = (x1, . . . , xn) 7→ max(x1, . . . , xn).

Montrer que µn admet la densité

t 7→ fn(t) = ntn−11[0,1](t)

par rapport à la mesure de Lebesgue sur R
2. Soit V une variable aléatoire suivant la loi µn.

(a) Calculer E
(
V + 1

V

)
.

(b) Montrer que la loi de V n est une loi à densité. La reconnâıtre.

3. On suppose maintenant n ≥ 2. Soient (X1, . . . , Xn) des variables
aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur [0, 1].

Pour i entier entre 1 et n, on pose Y ∗i = max(Xj , j ∈ {1, . . . , n}\{i})
et M = max(X1, . . . , Xn). On note enfin N = inf{i ≥ 1;Xi = M}.
Soit i un entier entre 1 et n.

(a) Montrer soigneusement que Y ∗i suit la loi µn−1. Quelle est la loi
du vecteur (Xi, Y

∗
i ) ?

(b) On pose

Ω̃ = ∩
1≤i<j≤n

{Xi 6= Xj}.

Montrer que P(Ω̃) = 1.

(c) Soit t un réel. On remarque (on ne demande pas de le démontrer)
que

{N = i,M ≤ t} ∩ Ω̃ = {Y ∗i ≤ Xi ≤ t} ∩ Ω̃.

En déduire que pour tout i entre 1 et n,

P(N = i,M ≤ t) = P(Y ∗i ≤ Xi ≤ t).

(d) Montrer que pour tout t ∈ [0, 1], on a

P(Y ∗i < Xi ≤ t) =

∫
[0,t]

P(Y ∗i < u) dλ(u).

(e) Montrer enfin que P(N = i,M ≤ t) = P(N = i)P(M ≤ t).

Note : On pourrait en déduire que P(N,M) = U({1, . . . , n})⊗µn ;
la preuve n’est pas demandée.

FIN
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1 SOLUTIONS

1 Solutions

Solution 1 1. Pour tout t ≥ 0, on a

LΓ(r,λ)(t) =

∫ +∞

−∞
e−txγr,λ(x) dx =

λr

(λ+ t)r

∫ +∞

0
γr+t,λ(x) dx =

λr

(λ+ t)r
.

2. Comme X et Y sont indépendantes, on a l’égalité

LX+Y (t) = LX(t)LY (t) =
λr+s

(λ+ t)r+s
= LΓ(r+s,λ)(t),

ce qui permet de conclure puisque la transformée de Laplace sur R+

caractérise la loi des variables aléatoires positives.

3. Avec la question précédente, une récurrence immédiate donne que
X1 + · · ·+Xn suit la loi Γ(n, λ).

4. On a

LX2(t) =

∫
R

1√
2π
e−

x2

2 e−tx
2
dλ(x) =

∫
R

1√
2π
e−

x2(1+2t)
2 dλ(x)

=
1√

1 + 2t
= L1/2,1/2(t),

donc la loi de X2
1 est Γ(1/2, 1/2). Avec la question précédente, on

conclut que la loi de X2
1 + · · ·+X2

n est donc la loi Γ(n/2, 1).

Solution 2 1. On va calculer la fonction de répartition de µn : on a
pour tout t réel

Fµn(t) = U⊗n(φ−1(]−∞, t]))
= U⊗n(]−∞, t]n)

= U(]−∞, t])n

=


0 si t < 0

tn si t ∈ [0, 1]

1 si t ≥ 1

On observe que Fµn est continue et C1 par morceaux : on en déduit
que µn est une loi à densité, densité donnée sur chaque intervalle
par la dérivée de Fµn , ce qui donne le résultat voulu.

2. (a) V prend presque sûrement des valeurs strictement positives,
donc la variable V + 1

V est donc bien définie presque sûrement et
positive, ce qui fait que E(V + 1

V ) a bien du sens (éventuellement
infini). D’après le théorème de transfert

E(V +
1

V
) =

∫
R+

v +
1

v
dPV (v) =

∫
R+

v +
1

v
dµn(v)

=

∫
R+

(v +
1

v
)fn(v) dλ(v) =

∫
[0,1]

n(vn−2 + vn) dλ(v)

= n(
1

n− 1
+

1

n+ 1
) =

2n2

n2 − 1
.
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(b) Comme V prend ses valeurs dans [0, 1], V n aussi. Pour t entre
0 et 1, on a P(V n ≤ t) = P(V ≤ t1/n) = Fµn(t1/n) = t. V n a
la fonction de répartition de U [0, 1] donc V n suit la loi uniforme
sur [0, 1], car la fonction de répartition caractérise la loi. C’est
bien une loi à densité.

3. (a) On a Y ∗i = φ((Xj)j∈{1,...,n}\{i}), donc la loi de Y ∗i est la loi image

de P(Xj)j∈{1,...,n}\{i} par φ. Or P(Xj)j∈{1,...,n}\{i} = U([0, 1])⊗(n−1),
d’où la loi de Y ∗i avec le résultat de la première question. Comme
Y ∗i est σ((Xj)j∈{1,...,n}\{i})-mesurable et que cette tribu est indé–
pendante de Xi (théorème d’associativité de l’indépendance, ou
lemme des coalitions), Y ∗i est indépendante de Xi, donc
P(Xi,Y ∗i ) = PXi ⊗ PY ∗i = U([0, 1])⊗ µn−1.

(b) Pour i, j distincts entre 1 et n, les variables aléatoires Xi et
−Xj sont des variables aléatoires indépendantes, suivant cha-
cune une loi à densité, puisque ce sont des lois uniformes res-
pectivement sur [0, 1] et [−1, 0]. L’indépendance entrâıne que la
somme est encore à densité, et ne charge donc pas le single-
ton {0} : P(Xi − Xj = 0) = 1 et donc P(Xi 6= Xj). Ainsi, Ω̃
est de probabilité 1 puisque c’est l’intersection d’un nombre fini
d’événements de probabilité 1.

(c) Si A est un événement quelconque, le principe de partition donne
P(A) = P(A, Ω̃) + P(A, Ω̃c). Or 0 ≤ P(A, Ω̃c) ≤ P(Ω̃c) = 0, donc
P(A) = P(A, Ω̃). On en déduit

P(N = i,M ≤ t) = P(N = i,M ≤ t, Ω̃) = P(Y ∗i ≤ Xi ≤ t, Ω̃)

= P(Y ∗i ≤ Xi ≤ t)

4. On pose At = {(x, y) ∈ R2; y ≤ x ≤ t}. Il vient

P(Y ∗i ≤ Xi ≤ t) = P((Xi, Y
∗
i ) ∈ At) = E(1{(Xi,Y ∗i )∈At})

= E1At(Xi, Y
∗
i ) =

∫
R2

1At(x, y) dP(Xi,Y ∗i )(x, y)

=

∫
R2

1At(x, y) dPXi ⊗ PY ∗i (x, y) =

∫
R

(∫
R

1At(x, y) dPY ∗i (y)

)
dPXi(y)

=

∫
[0,1]

(∫
R

1y≤x1x≤t dPY ∗i (y)

)
dλ(x) =

∫
[0,1]

1x≤t

(∫
R

1y≤x dPY ∗i (y)

)
dλ(x)

=

∫
[0,1]

1x≤tPY ∗i (]−∞, x]) dλ(x)

=

∫
[0,1]

1x≤tP(Y ∗i ≤ x) dλ(x) =

∫
[0,t]

P(Y ∗i ≤ x) dλ(x)

5. Comme Y ∗i suit la loi µn−1, on a pour tout x de [0, 1],
P(Y ∗i ≤ x) = xn−1, d’où
P(N = i,M ≤ t) = P(Y ∗i < Xi ≤ t) =

∫
[0,t] x

n−1 dλ(x) = tn

n . En

particulier P(N = i) = P(N = i,M ≤ 1) = 1
n et avec le principe de

partition,

P(M ≤ t) =
n∑
i=1

P(N = i,M ≤ t) =
n∑
i=1

tn

n
= tn,

ce qui donne l’égalité voulue.
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